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Wilson による数値くりこみ群 [2]によって 低温から高温までの現象の解析がなされ、一
体不純物の問題についてはほぼ完全な解決が成された。




局在スピンを遮蔽する役割を果たす。一方で RKKY 相互作用は 局在スピンを安定化さ
せる役割を果たす。




f 電子系は原子の周りに局在している f 軌道の電子 (局在電子) と 物質全体を遍歴して
















のように表される。ここで c†(c) は 伝導電子の 生成 (消滅)演算子, f†(f) は局在電子の
生成 (消滅)演算子である。また 以下では t = 1 をエネルギーの基準単位とする。ϵf は局
在電子のエネルギー準位、V が伝導電子と局在電子との混成項、U が局在電子間の斥力
効果を表す。ϵf = µ− U2 とすることで、f 準位に 電子がいない状態と二重占有の状態の












sc · Sf (1.2)
である。ここで sc 伝導電子のスピン演算子、Sf は局在スピンのスピン演算子。J は反
強磁性的な交換相互作用である。
局在 f 電子をもつ Ce化合物の物性は近藤格子模型を出発点として理論的な解析が進め
られてきた。図 1.1に典型的な重い電子系の Ce化合物である CexLa1-xCu6 の電気抵抗
の温度依存性 [5] を示す。x は Ce の濃度に対応するため、xが小さいときには f 電子を
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図 1.2 ドニアックの相図 [6]
に与える影響を計算することで得られ、一次元では
HRKKY ∝ J2 cos 2kF r
rij
(1.4)
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Figure 3. The dependence of the energy gap between the spin s = S, and s = 0 states on 
the coupling J for different fillings n. The gap is normalized to the ground-state energy. 
A negative gap indicates a ferromagnetic phase. 






Figure 4. The phase diagram of the KLM. The ferromagnetic phases are shaded. The 
polaronic liquid with a large Fermi surface (FS) is enclosed by a dotted curve, while 
the area below the broken curve, denoting the Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida 
(RKKY) liquid, has a small FS. The remaining areas have a moving f-spin structure 






























1.3 に示すような基底状態の相図 [8]が得られている。無限次元では動的平均場 (DMFT)
による解析がなされている。無限次元の近藤格子模型については [10, 11] DMFT と 連続
時間モンテカルロ法 (CTQMC) を組み合わせた計算によって基底状態の相図が得られて
いる。その結果を図 1.4 に示す。ハーフフィリングにおいて、 J が小さいところで反強
磁性相となり、J が大きいところでは近藤絶縁相になるというドニアック相図に対応する
結果が得られている。またハーフフィリングに近い電子密度では J が小さい領域では反
強磁性相が実現し、J が 0.2 以上の領域では常磁性金属相が実現する。またクオータフィ
リングでは CDWが実現し、低電子密度領域では強磁性金属相が広がっている。
上記の結果は 系に一様な状態が実現すると仮定した single-lattice の結果である。そ
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図 1.4 single-lattice の DMFT による無限次元の基底状態の相図 [10]
の後、AB-sublattice を考慮した計算が行われた。その結果を図 1.5に示す。ハーフフィ
リングに近い電子密度領域の反強磁性相が実現する領域はは当初より狭く、代わりに
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一次元近藤格子模型は 1990年代にその基底状態の概要 [13, 12]が厳密対角化や量子モ




域と J の大きいの強結合領域で現れる。低電子密度領域では RKKY 相互作用において
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iors are a result of the process of screening localized
moments by conduction electrons. Naively, it is hard for
these low-density carriers to screen the localized mo-
ments. Then a natural question is why the effective mass
becomes so large. Magnetic properties of CeX are also
very interesting and show a series of transitions between
different magnetic orderings (Rossat-Mignod et al.,
1980, 1983; Kohgi et al., 1994). Among the cerium
monopnictides, CeSb is known to have the richest struc-
ture ever observed in its magnetic phase diagram.
One of the key questions in heavy-fermion physics is
which control parameters determine the ground-state
phase. For this problem obviously the first step in a the-
oretical study is to determine the ground-state phase
diagram of the basic models for heavy fermions. The
Kondo lattice model is one of the standard models for
the heavy fermions. In this model the charge fluctuations
of f electrons are completely omitted and the lowest
f-ion multiplet is taken into account as a localized spin.
Thus the Kondo lattice model is an example of coupled
spin-fermion systems.
In this review we shall give an overview of recent
progress in theoretical understanding of the Kondo lat-
tice model. In particular, the ground-state phase dia-
gram of the Kondo lattice model has been completed in
one dimension. Once the lattice structure is fixed the
Kondo lattice model has only two parameters, the ratio
of the exchange coupling to the hopping-matrix element
or bandwidth, J/t , and the density of conduction elec-
trons, nc . Figure 1 shows a schematic ground-state
phase diagram in the parameter space. This progress was
achieved by the development of various analytical ap-
proaches and by recent intensive numerical calculations.
By these analytical approaches several important limit-
ing cases are now well understood. A more complete
understanding of the whole phase diagram has been ob-
tained by the interpolation of these limiting cases based
on numerical calculations. The systems tractable in the
numerical calculations are in most cases limited to one
spatial dimension. This is the reason why we shall focus
mostly on the one-dimensional rather than the more re-
alistic three-dimensional Kondo lattice model. Precise
understanding of the one-dimensional model may pro-
vide deeper insights into the properties of three-
dimensional systems.
In this section, we first explain two basic models for
heavy fermions, the periodic Anderson model and the
Kondo lattice model, and then briefly review various
analytical approaches developed to treat strong correla-
tion. At the end of this section we shall show the
ground-state phase diagram of the one-dimensional
Kondo lattice model as determined by exact diagonal-
ization recently. As shown in Fig. 1, the phase diagram
consists of three phases: a ferromagnetic metallic phase,
a paramagnetic metallic phase, and an insulating spin-
liquid phase. Each of these phases will be discussed in
detail in the subsequent sections.
The topic of Sec. II is the ferromagnetic metallic
phase. There are two limiting cases in which rigorous
analytic approaches are possible. In the limit of the low
conduction-electron density the problem of a single elec-
tron in a lattice is proved to have a ferromagnetic
ground state for any exchange coupling constant in all
dimensions. Similarly we can show that the ground state
in the strong-coupling limit is a spin-polarized state for
any electron density away from half filling. However, the
ferromagnetism in the strong-coupling limit is restricted
to one dimension.
Section III is devoted to the spin-liquid phase at half
filling. First a rigorous proof is presented to show that
the ground state of the half-filled periodic Anderson and
Kondo lattice model is a singlet for any finite lattice.
Spin and charge excitations are then studied in detail by
numerical simulations combined with a finite-size scal-
ing. Comparing the spin and charge excitation gaps, we
find that the ratio of the two is an important quantity for
characterizing Kondo insulators.
Among the three phases the least understood is the
paramagnetic metallic phase. In Sec. IV we analyze spin
and charge correlation functions obtained by exact di-
agonalization and quantum Monte Carlo simulations.
Lastly we address the question of the Fermi-surface sum
rule for the Kondo lattice model. The central issue here
is whether the localized spins are counted as ‘‘electrons’’
in the sum rule or not. It is rigorously shown that the
one-dimensional Kondo lattice model with frustrating
next-neighbor hopping has a large Fermi surface in the
strong-coupling limit. An important question is whether
this fixed point is relevant to the limit of weak Kondo
coupling. At present it is difficult to draw a definitive
conclusion for this problem, but some recent calcula-
tions show favorable results for a large Fermi surface, at
least for intermediate couplings, suggesting that it may
persist down to the weak-coupling limit.
A. Models for heavy-fermion systems
1. Periodic Anderson model and Kondo lattice model
For a theoretical model of heavy fermions, a mini-
mum requirement is to consider the two types of orbitals
for electrons. Within this constraint the simplest Hamil-
tonian is the orbitally nondegenerate periodic Anderson
model,
FIG. 1. Schematic phase diagram of the one-dimensional
Kondo lattice model at zero temperature. The real phase dia-
gram determined by exact diagonalization is shown in Fig. 6.
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図 1.6 厳密対角化によって得られた相図の概略 [12]。
kF ∼ 0 となることから強磁性が理解され、強結合領域では 伝導電子と局在電子のシン
グレットからの t の 2 次摂動により強磁性が実現すると理解されている。以上のように
ハーフフィリングの絶縁相と強磁性金属相においてはその物理的な起源、描像が明らかに
されている。
厳密対角化によって、相図を調べた結果 [13] を図 1.6 に示す。強磁性相は S = (L −
N)/2、常磁性相は S = 0または 1/2として、両者のエネルギーの比較によって基底状態
の相を決めている。強磁性金属相についてある極限領域については解析的な結果が得られ
ている。まず有限サイズにおいて、任意の次元で伝導電子の数が 1つのときに基底状態が
強磁性金属相となることが示されている [14]。この結果は nc=0 のときに kF = 0となっ








常磁性金属相の特徴としてフェルミ液体の 1次元版といえる T-L 流体の描像が成り立
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The mean-field phase diagram shown in Fig. 5 by
Fazekas and Mu¨ller-Hartmann (1991) looks quite simi-
lar to the result of exact diagonalization study shown in
Fig. 6 concerning the boundary between ferromagnetic
and paramagnetic phases. However, we note that corre-
lation effects beyond the mean-field theory are neces-
sary to describe the real nature of the ferromagnetic
phase. As we shall discuss in detail in Sec. II, some of
the localized spins are screened by the conduction elec-
trons, and the remaining localized spins show a ferro-
magnetic spin alignment. The character of the Kondo
screening is missing in the mean-field wave function,
since the transverse component of the Kondo exchange
coupling is not taken into account.
Half filling yields a singular line in the phase diagram,
in the sense that a spin gap opens for any J!0 (see Sec.
III). Any doping away from half filling, on the other
hand, introduces gapless charge and spin excitations.
Weak coupling is the most difficult regime to under-
stand. At present, no rigorous treatments are possible
and we have to rely mainly on numerical calculations for
finite systems. As we shall see in Sec. IV.A, this phase
shows strong spin-spin correlations with a wave number
Q*"2kF , like the spiral phase by Fazekas and Mu¨ller-
Hartmann (1991). However, there is no indication of a
smooth change of Q* as J increases.
II. FERROMAGNETIC METALLIC PHASE
This section is devoted to a magnetic state that is
rarely brought into connection with the Kondo effect.
As we have seen in Fig. 6, a surprisingly large fraction of
the phase diagram of the Kondo lattice model is domi-
nated by ferromagnetism. One regime where ferromag-
netism prevails is the limit of low carrier density in any
spatial dimensions. In addition, for the one-dimensional
system, the strong-coupling limit J#t also turns out to




Considering the low-carrier-density limit, it is instruc-
tive to study first the case of just one conduction elec-
tron in the background of a finite lattice of localized
spins (Ueda and Sigrist, 1991; Sigrist, Tsunetsugu, and
Ueda, 1991). As we shall prove later the ground state is
spin polarized with a total spin quantum number S tot
"(L$1)/2, where L is the number of lattice sites, i.e.,
the spin polarization is incomplete because one spin is
opposite to all the others. We can obtain the energy and
wave function of this ground state exactly. If we choose
the state with S tot
z "Stot among the 2S tot%1 degenerate










where !FM" denotes the electron vacuum and the state
with all localized spins up. This state has the spin quan-
tum number S tot"(L$1)/2, if we require that S tot
% ! "
"0, which leads to the condition Ai%$ jAj
i"0 at every
site i .
Operating the Hamiltonian (3) on !!", we obtain the
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i , (39b)
where the sites (i%a) are nearest neighbors of the site
i . These equations can easily be solved in momentum













where K as the total momentum is a good quantum
number. The energy eigenvalues EK for a fixed momen-
tum K are given as the solutions of the equation
FIG. 6. Phase diagram of the one-dimensional Kondo lattice
model determined by exact diagonalization (Tsunetsugu et al.,
1993). The region above the upper line is a ferromagnetic
phase with a magnetic moment, 12 (1$nc), per site, while the
region below the lower line is a paramagnetic phase. The re-
gion between the two lines is a ferromagnetic phase with a
smaller moment.
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図 1.7 厳密対角化による常磁性相と強磁性相の境界 [13]
つと考えられている。T-L 流体の低エネルギー励起はフェルミ波数 kF で特徴づけられ

















図 1.8 小さなフェルミ面から予想される kS と nc の関係 (水色)、大きなフェルミ面
からのときの nc と kS の関係 (赤色)。
面の大きさは変化しないということが数学的に証明されている。そのため もし一次元近
藤格子模型の J の大きい領域で 大きなフェルミ面が存在する場合、J が小さくなる過程
で相転移が起こるはずである。
伝導電子密度を nc とするとフェルミ波数 kF は小さなフェルミ面では 伝導電子のみ
がフェルミ面に寄与するので kF = π2nc となり、大きなフェルミ面では伝導電子に加え、
局在スピンがフェルミ面に寄与するためフェルミは数は kF = π2π(nc + 1) となる。
局在スピン同士には RKKY 相互作用が働き局在スピンの構造の波数はフェルミ波数の
2倍となる。小さなフェルミ面描像の下では kS = πnc となる。大きなフェルミ面描像の
もとでは kS = π(nc + 1)ではあるが、波数は 2π の並進対称性、また系の反転対称性に
よる符号の反転によって kS = π(1 − nc) となる。このように電子密度 nc と局在スピン
の構造の波数 kS の関係は、小さなフェルミ面描像の下では伝導電子密度に比例し, 大き
なフェルミ面描像の下ではホールの密度に比例する。
一次元の基底状態を求める手法として、密度行列くりこみ群 (DMRG) がある。実際に
密度行列繰り込み群を用いた nc = 45 , J = 1.5, 2.5 のパラメータにおける局在スピンの構
造からは (図 1.9) 大きなフェルミ面の存在が示された。
その後 Mcculloch らによる Non-Abelian DMRGという手法によって常磁性金属相の
中に強磁性金属相が存在することが示された。さらに図 1.10に示すように J が小さい領
域ではすべての ncで 小さいフェルミ面描像から予想される局在スピンの波数 kS/π = nc
をとり、nc = 0.6, 0.7, 0.8 のそれぞれで J が 2 前後の領域で大きなフェルミ面から予想
される 局在スピンの構造の波数 kS/π = (1 − nc) が得られている。さらに J が中間領
域で kS が小さなフェルミ面に対応する値から 連続的に変化する振る舞いも報告された。
しかし、この計算は自由端境界条件によるものであり、このような連続的な波数の変化
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their arguments, away from half filling the low-energy
effective Hamiltonian consists of the charge modes and
the spin modes, both of which are gapless. Therefore the
fixed point in the metallic phase belongs to the univer-
sality class of the Tomonaga-Luttinger liquid. Since add-
ing one conduction electron requires one spin excitation
plus one charge excitation, the electron Fermi surface is
determined by the ‘‘Fermi surfaces’’ of spin and charge
excitations (solitons). Consequently the Fermi surface is
large because the localized spins are counted to form the
Fermi surface of spin excitations. These conclusions are
consistent with the discussions presented in this section,
but we need further analysis to clarify whether the addi-
tionally introduced coupling between the f spins is justi-
fied self-consistently, especially in the small-J region.
The above arguments are not definitive enough yet to
conclude that the Fermi surface is large for the small-J
Kondo lattice model, but a recent density-matrix
renormalization-group study by Shibata, Ueda, Nishino,
and Ishii (1996) strongly supports the large Fermi sur-
face, as does the numerical evidences discussed above.
Shibata et al. applied a weak magnetic field on the ends
of a chain of up to 60 sites and observed the induced
Friedel oscillations in the conduction-electron spin den-
sity (see Fig. 39). The oscillations are dominated by a
single wave number q*; q*! 15! when the conduction-
electron density is nc!
4
5 (see Fig. 40). This wave number
corresponds to the 2kF of the large Fermi surface in-
cluding localized spins, while the amplitude of oscilla-
tion at the 2kF
c for a small Fermi surface (q! 45!) is
nearly invisible at J/t!2.5 and 1.5. With decreasing
J/t , the amplitude at 2kF
c gradually develops and over-
comes the peak at 2kF . This transition may be inter-
preted as the size of the Kondo singlet pair increasing
with decreasing J/t and exceeding the system size.
Therefore this behavior is consistent with the above pre-
diction for a large Fermi surface in the small-J region.
V. CONCLUSIONS
The Kondo lattice model is one of the canonical mod-
els for heavy-fermion systems. In this review we have
discussed how its ground state and the phase diagram in
one dimension have been determined. Three different
phases are identified: the ferromagnetic metallic phase,
the paramagnetic metallic phase, and the insulating
Kondo spin-liquid phase. Concerning the phase dia-
gram, a point left for future study is the precise position
of the boundary between the ferromagnetic and para-
magnetic phases in the limit of low carrier density and
near half filling. The system size available for exact di-
agonalization up to now is not large enough to approach
those limits. Except for this small uncertainty, we be-
lieve that the phase diagram is reliable because it was
constructed by combining rigorous results in various lim-
iting cases and numerical studies interpolating those lim-
its.
A. Ferromagnetic metallic phase
Let us start with a summary of the ferromagnetic me-
tallic phase. Concerning the low-carrier-density limit, a
rigorous theorem of the ferromagnetic ground state in
the case of a single electron is established independent
of dimensionality. The existence of a finite ferromag-
netic region in the parameter space of J and " is estab-
lished in one dimension by the second theorem: the spin
degeneracy of the one-dimensional Kondo lattice model
at J/t!# is lifted in a perturbative sense towards a spin-
polarized state for any electron density.
The theorem of ferromagnetism in the limit of low
carrier density is similar to Nagaoka’s theorem for the
U!# Hubbard model, but valid under more general
conditions. The physics behind this fact is the finite ex-
tension of the screening cloud, which leads to the stabil-
ity of the ferromagnetic state at finite densities not re-
stricted to the single-electron case.
FIG. 39. Spin-density oscillations of the conduction electrons
in the one-dimensional Kondo lattice model. The system size is
L!60 with the electron density nc!4/5. A weak magnetic
field of h!0.1t is applied at the sites on both ends (Shibata,
Ueda, Nishino, and Ishii, 1996).
FIG. 40. Fourier components of the spin-density oscillation
shown in Fig. 39. nc!4/5. (Shibata, Ueda, Nishino, and Ishii,
1996).
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図 1.9 大きなフェルミ面に対応する Sz の分布 [19]。
が有限サイズ効果によるものか、本質的なものであるかははっきりしていない。また、
nc = 0.3, 0.5 といった限られた電子密度領域についてしか計算されていないめ、その結果
の信頼性を確認するためにはこれらの領域を包括的に調べる必要もある。
その中で私は修士の研究において、クオータフィリング (nc = 1/2)以下の常磁性金属










して知られているが、 J が小さい領域の近藤格子模型において得られる RKKY 相互作
用は長距離相互作用であり、この定理の適用範囲外に該当する。1次元でありながら、こ
の系では多彩な秩序相の存在が可能になっている。
16 第 1章 　イントロダクション
will dominate. This can be seen also in the simple two sites and one conduction
electron case, where the ground-state energy, for intermediate values of J ,
is E0;J>0 ˆ J=4 …J2 ‡ 2Jt ‡ 4t2†1=2=2, with corresponding wavefunction:
jÁ0iJ>0 / jÁKSiJ>0 ‡ ‰1=…J=4 E0;J>0†äjÁDEiJ>0, where the Kondo singlet jÁKSiJ>0
state is j *#; *; 0i j +";* 0i ‡ j * 0;*#i j * 0; +"i, while the double exchange
jÁDEiJ>0 is j *#;* 0i ‡ j * 0; *#i j *";+ 0i j + 0;*"i.
When J is large, the Kondo singlets jÁKSiJ>0 dominate and we obtain FM1 from
the uncoupled f spins. On lowering J , jÁKSiJ>0 and jÁDEiJ>0 are equally strong and,
as was explained previously, a disordered liquid or spin polarons appear. However,
for even lower values of J, the strength of the Kondo singlet vanishes, and jÁDEiJ>0
will dominate. This is the newly discovered ferromagnetic phase denoted by FM2 in
®gure 1. Thus, ferromagnetism in FM2 has a diÄerent origin from in FM1. It
appears only above n > 0:5 and is a consequence of double-exchange ordering of
polarons, rather than ordering of uncoupled impurity spins.
Previous DMRG calculations did show a weak ferromagnetic signal at n ˆ 0:75
and J ˆ 1:6 and 1:8 (Shibata et al. 1996), but the results were discarded in later
Ferromagnetism in Kondo lattice models 873
Figure 2. Several examples of the f spin structure factor S…q† peak position as a function of
conduction-electron doping n. The broken lines represent the second ferromagnetic

























図 1.10 局在スピン構造の波数 kS の J 依存性 [20, 21]。
1.4 古典的な一次元近藤格子模型 17
擬一次元分子性化合物である (Per)2M(mnt)2 は S = 1/2 のクオータフィリングの一
次元近藤格子模型に対応することが知られている [22]。ここで (Per) は perylene、(mnt)
は maleonitriledithiolate であり, Mは 遷移金属であるがその金属として Ptや Pdを選
ぶ。これに関連してクオータフィリングにおける近藤格子模型の基底状態が Xavier ら
[23] によって調べられ、DMRG の計算の結果 J = 0.5においてチャージギャップが存在
することが指摘され, クオータフィリングにおいて絶縁相が実現することが提唱された。
しかしその後、DMRGの計算において境界条件を変更することによって [24] 少なくとも
J = 1.0 においてチャージギャップが存在しないことが指摘され、クオータフィリングに



























示す。量子近藤格子模型において、基底状態の相図は 電子密度 nc と交換相互作用 J で
書かれているが、古典近藤格子模型の基底状態の相図 は ケミカルポテンシャル µ と交換
相互作用 J で定義されている。µ = 0 はハーフフィリングに対応し、µが大きくなるに
つれて、電子密度 nc が小さくなる。まず J が大きい領域では、局在スピンが Neel 的に
並ぶ反強磁性状態が実現する。また反強磁性相はすべて ハーフフィリングになる。そし
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region to ! ! 0 (1 " n " 2) making use of the electron–hole
symmetry. The phase diagram is completely symmetric with
respect to !$ #! (n$ 2 # n).
We note that we take the chemical potential μ, not the
electron number density n, as an independent parameter.
Because of this, the phase diagram might have an appearance
somewhat diﬀerent from the one where n is taken as an
independent parameter. For example, although the AF state,
i.e., an “up-down” state, takes a large portion of the phase
diagram of Fig. 4, the electron number density is always
n ¼ 1 there, i.e., strictly half-ﬁlled, so that the AF state is
shrunk to a single line in the n–J phase diagram (to the n ¼ 1
line). Phase-separation regions are not visible in Fig. 4, only
uniform phases appearing.
In addition to the AF, F, and incommensurate helical
phases previously reported, some other phases are identiﬁed
in Fig. 4, such as the collinear phases of the period-4 and 6,
and the chiral noncoplanar phase.
In the weak-coupling regime J% 1, we generally observe
coplanar spiral spin structures, essentially of the type
observed in the RKKY model. Noncoplanar spin structures
sometime arise for small systems, but they give way to the
coplanar spirals for larger systems as in the case of the
RKKY model. For general values of μ, the coplanar spiral is
incommensurate with the underlying lattice. An example is
shown in Fig. 5(a).
For special values of μ close to ! ¼ ﬃﬃﬃ2p corresponding to
the 3=4-ﬁlling (n ¼ 3=2), on the other hand, the collinear
“up-up-down-down” structure of the period-4 turns out to be
stabilized even in the weak-coupling regime. An example
is shown in Fig. 6(a). Due to the electron–hole symmetry,
exactly the same thing occurs at the 1=4-ﬁlling (n ¼ 1=2).
Just at ! ¼ ﬃﬃﬃ2p , this collinear phase remains stable even in the
limit J! 0, indicating that the RKKY model derived from
the perturbation approach fails to capture the correct physics
at these particular ﬁllings. We shall further discuss the reason
of this failure of the perturbation approach below.
For all other values of ! " 2, we ﬁnd that the coplanar
spiral as expected in the RKKY model is stabilized for
suﬃciently small J, indicating that the perturbation approach
is justiﬁable for suﬃciently small J. It should be noticed,
however, that the collinear spin structure of the period-6,
“up-up-up-down-down-down” structure as demonstrated in
Fig. 7(c), is stabilized in the intermediate-coupling regime
of J ’ 4 near ! ¼ ﬃﬃﬃ3p in a narrow window of the phase
diagram, though the coplanar spiral of the period-6, the 60°
spiral, is stabilized for smaller J. Other collinear structures,
i.e., the one with longer periods or with odd-number periods,
is never observed as a stable state in our simulations.
For μ greater than two, there also appears a “disordered”
spin state in the weaker-coupling regime. In this state, the site
is fully occupied by conduction electrons, i.e., n ¼ 2. No
hopping is allowed for the conduction electrons so that the
localized spins are eﬀectively free in this state.
For intermediate J, we generally observe chiral non-
coplanar structures as demonstrated in Figs. 5(b), 6(b), and
7(b). We carefully check the size dependence of the structure,















0  0.01  0.02
Fig. 3. (Color online) The speciﬁc heat per site of the 1D Kondo-lattice
model with J ¼ 1 plotted versus the temperature for several values of the
chemical potential μ. The system size is L ¼ 20. The inset is a magniﬁed
view of the lower-temperature peak region.
Fig. 4. (Color online) The T! 0 phase diagram of the 1D Kondo-lattice
model in the chemical potential μ versus the coupling J plane. Both μ and J
are normalized by the electron transfer t.
(a)
µ = 0.6  J = 0.1
(b)
µ = 0.6  J = 1.0
Fig. 5. The low-temperature localized-spin conﬁgurations of the 1D
Kondo-lattice model at ! ¼ 0:6, obtained by gradually cooling the system
to T ¼ 10#5. The coupling is (a) J ¼ 0:1, and (b) J ¼ 1:0, each lying in the
coplanar helical and the noncoplanar chiral regimes, respectively. The lattice
size is L ¼ 100. The origin of all the spin vectors is collected to a common
point for illustration.
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図 1.11 古典的な近藤格子模型の基底状態の相図 [25]
て J が小さい領域では 局在スピンが ある二次元平面内でらせん磁化をなす Spiral 状態
が実現する。また J の中間領域では Noncoplanar という、局在スピンが 3次元的に周期
構造を作る状態が実現する。 また、4サイト周期、6サイト周期でスピンがイジング的に
並ぶ collinear 状態が一部の領域で実現する。
古典的一次元近藤格子模型において non coplanar や colinear 状態が実現することは、
古典的なスピン間に RKKY相互作用の長距離相互作用を与えた RKKY Heisenberg 模











という関係がある。ただし PAM から KL を導出する前提として、強相関極限 U ≫ V, t
をとっているため, U が小さいときの電子状態が近藤格子模型の基底状態とどのように接
続されるかを考えることは、フェルミ面の大きさとも絡んだ非自明な問題 [26] となる。






(µ− 2t cos k)c†k,σck,σ + ϵff†k,σfk,σ − V (c†k,σfk,σ + h.c)
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(1.8)
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√





て、最終的に U ≫ V, t の極限に対応する近藤格子模型に近づけたとき、どのような量子
多体状態が現れるのか、また、その発現機構がどのようなものであるかを明らかにするこ
とも、本論文の目的の一つである。
周期アンダーソン模型の基底状態を決めるパラメータは、電子密度 n、 f 準位のエネ
ルギー ϵf、f 電子と伝導電子の混成の強さ V、f 電子間の斥力 U の 4 つのパラメータ
である。そのうち ϵf の自由度は f 準位の平均電子密度が１になる条件を課すことで消去
できる。V を固定し、n と U の 2 つのパラメータによる研究が行われている。図 1.12
に DMRG による V = 0.75 における一次元周期アンダーソン模型の相図 [27] を示す。
n = 1において U が小さい領域では混成バンドの描像からギャップは存在しない。しか
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FIG. 5. (Color online) Intermediate filling, n = 1.75. (a) Peak position (normalized by π ) of the magnetic structure factor for f -band
electrons. (b) Size dependence of the height of the f -band magnetic structure factor peaks. (c) On-site hybridization and magnetic interband
correlations for Ns = 40.
structure factor would be expected to be at 2kF = πn = 1.25π
and 0.75π (since the structure factor is symmetric around
π ), instead of 2kcF . This would also explain the maxima of
the structure factor at k = 0.25π for n = 1.75 and U < 3 in
Fig. 5(a). However, these peaks do not grow with the lattice
size. Secondly, forn = 1.125, we have identified a small region
within the ferromagnetic phase (close to the boundary for
smaller values of U ) in which the system phase separates into
ferromagnetic and antiferromagnetic domains. These domains
are quite apparent in the spatial-dependent magnetic correla-
tion functions, where regions with ferromagnetic correlations
are intercalated with regions with spin-density wave (SDW)
correlations, as previously reported in Ref. 16; however, since
this only happens in a very narrow region of the phase diagram,
we have not attempted to determine the boundaries. A similar
phase separation has also been reported for the Kondo lattice
model with ferromagnetic Hund’s coupling, in which near
half filling, there is a region of the phase diagram in which
the ferromagnetic phase gives place to a phase-separated
regime with hole-undoped antiferromagnetic and hole-rich
ferromagnetic regions.30 Thirdly, the appearance of another
ferromagnetic region close to n = 1.75 has been suggested in
Ref. 31; this phase would be analogous to the one obtained for
the Kondo lattice model in Ref. 32. In view of this, we have
carried out thorough tests for n = 1.75 and 1.875 in order to
detect such a phase, but all our results were negative.
VI. CONCLUSION
In conclusion, we have carried out extensive (i.e., for lattices
up to 50 sites) DMRG studies of the one-dimensional periodic
Anderson model for several electronic densities between
n = 1 (quarter filling) and n = 2 (half filling). Our main
results are summarized in the phase diagram of Fig. 6, which
settles several issues. For quarter filling, n = 1, the picture
that emerges is consistent with a metal-insulator transition
from a paramagnetic metal to an insulator with an f -band
spin-density wave, at Uc1 ≃ 2; however, the smooth evolution
of the gap and the spin correlations does not entirely exclude
the possibility that Uc1 could actually be quite small. At
half filling, n = 2, we have established that the magnetic
correlations decay exponentially with distance for all U > 0,
so that the system is always an insulating spin liquid, but with a
steady strengthening of correlations beyondU× ≃ 2; that is, in
the Kondo regime, the correlation length grows exponentially
with U .
FIG. 6. (Color online) Phase diagram for the PAM at fixed
hybridization, V = 0.75. The f electrons can be found in one of
the following magnetic states: paramagnetic (PM), spin-density-wave
(SDW), ferromagnetic (FM), incommensurate spin-density-wave
(ISDW), and a SDW with momentum determined by the Fermi
momentum of the conduction electrons (RKKY; see text); SL and
SLS stand for spin liquid and spin liquid with strong antiferromagnetic
fluctuations. The lines for 1 < n < 2 are guides to the eye. Solid lines
indicate actual phase transitions, whereas dash-dotted lines denote
changes in the dominating correlations.
075156-8
図 1.12 V = 0.75における一次元周期アンダーソン模型の相図 [27]
し U が大きくなると 各 f 準位に電子を一つづ詰めた状態が基底状態となり f 準位のエネ
ルギーと s軌道が作るバンドの底のエネルギーの差に対応するギャップが生じる。また、
ハーフフィリング n = 2では常に電荷ギャップが生じるが、U の大きさによって混成バ
ンド由来のギャップか,近藤絶縁体に対応するギャップかという点が異なる。


















に調べることである。先行研究によって、nc = 0.3, 0.5において局在スピンの構造の波数
kS が連続的に変化することが指摘されているが、これはフェルミ波数 kF が連続的に変
化しラッティンジャーの定理を破るように見える。したがって新しい量子相が存在するこ
とが考えられる。より精度の良い計算を行うことでこの領域の包括的な理解を目指す。










くりこみ群 (DMRG)[9, 28] を使用した。またその際に、境界条件として Sine Square















DMRGの肝は、重要な基底の選びかたにある。系を A ブロック (system) と Bブロッ
ク (bath) に分割する。system の次元を M , bath の次元 を N とする。system と bath
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図 2.1





ψij |i⟩ |j⟩ (2.1)
のように表す。この (M,N) 行列 ψij を特異値分解することによって
UψV = diag{ω1,ω2, · · · ,ωn} (2.2)
を得る。ここで U は M 次元 ユニタリ行列、V = ψTUT。n = min(M,N) であり、
ωi > 0 でかつ
∑








α,j |i⟩ |j⟩ (2.3)
のように表現することができる。したがって ωα のうち 大きい物から m 個選ぶこと
で |GS⟩ を最もよく近似する波動関数が得られ、system の新しい m 次元の基底として
|α⟩ = ∑i UTiα |i⟩ が部分系の基底として最も良いものになる。このように、スーパーブ
ロックの基底状態から、特異値分解を用いることで部分系の最も重要な基底を自動的に選
び出すことができ、基底の数を制限しながら系を大きくすることができる。
2.2 Sine Square Deformation
系の境界条件は、一般的に系の外に架空のサイト (0 サイト) を付け加えて考えること
ができる。自由端境界条件 (OBC) とは 0 サイトと 1 サイト (0 サイトと L サイト) の
結合が完全に切れてしまったもの。また周期境界条件 (PBC ) とは 0 (L + 1) サイトを
L(1) サイトとみなす境界条件であると言える。
以下では、一次元の再近接相互作用がある場合の Sine Square Deformation (SSD) に
ついて、タイトバイディング模型、近藤格子模型、周期アンダーソン模型に適用した例を
あげ説明する。
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図 2.2 タイトバインディング模型について µ を連続的に変化させた場合の電子密度
の分布。電子密度に赤い下線が引いてあるところが PBC と基底状態が一致する µ の
結果。
2.2.1 Tight binding 模型における SSD
SSD の大きな特徴として、これまで知られている可解模型において、多体基底状態が
周期境界条件 (PBC) における基底状態と一致することが示せることがある。ここでは
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となる。 式 (2.7) には c†k+δck という非対角項が含まれるが、フェルミ面をまたぐところ
で非対角項が 0になるように、具体的には µ = 2t cos(k + δ/2) とすることでフェルミ面
以下まで電子が詰まった PBC 多体基底状態が、HSSD の固有状態にすることができる。
ここで µ を µ = 2t cos(k + δ/2) から微小に変化させた場合の電子密度の空間分布を
図 2.2に示す。この計算は 100サイトのスピンレスタイトバインディング模型の結果であ
る。通常の L サイト有限サイズ計算では電子数は 0, 1, · · · と離散的な値を取るため、電
子密度は 1/L の離散化された値を取る。今の場合電子密度は 1/100 = 0.01 の整数倍を
取る。そのような電子密度を取るように ケミカルポテンシャル µ を調整すると、今の場
合 nc = 0.17, 0.16の状態はケミカルポテンシャル µ = −2 cos(πnc2 ) の条件で実現する。
そこから µを変化させることで、並進対称性な状態は実現しなくなるが、系の端数サイト
に余分な電子やホールを押し付けることで nc = 0.162, 0.164, 0.166, 0.168 と連続的に変
化する。
このように、µを変化させることで、系の中心における電子密度を連続的に変化させる
ことができる。これによって Lサイトの系では 1/L で離散化されていた物理量をほぼ連
続的に変化させることができる。
従来の有限サイズ計算において、チャージギャプの有無やその大きさの見積もりは






一次元近藤格子模型、特に J が小さい領域では RKKY 相互作用が支配的になる。そ
のため系の端の局在スピンの影響が系の中心に影響を及ぼす [31]。また、ハーフフィリン
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FIG. 3. (Color online) (a) Chemical potential µ as a function
of electron density ρ by the present analyses with DMRG on the
SSD Hubbard Hamiltonian with m ! 300 at L = 64 for U/t = 4.
Dashed line indicates the one-particle gap of the exact solution.13
The inset shows the evaluation of the one-particle gap by the standard
finite-size scaling procedure using the DMRG results for the usual
OBC without deformation compared with the present SSD results
with L = 32, 64, and 80.
In the 1D quantum spin systems, a method called
the product-wave-function renormalization group16 reached
the relatively smooth magnetization curve consistent with
Fig. 2(b). This method shares a common concept with the
so-called matrix product states (MPS), which was recently
applied to the imaginary time-evolving block decimation,
a method having a translationally invariant wave function
by construction.18 However, the MPS description is so far
realistically applied to particular quantum spin systems in
1D or 2D, and further, the target states are no longer well
described by the MPS in the vicinity of the quantum critical
point.
By contrast, the present analyses are applied to the
strongly correlated electronic system as well. We choose
the 1D Hubbard model as a typical example, with u(i) =
U (ni↑ − 1/2)(ni↓ − 1/2) and h1(i) = −t∑σ=↑,↓(c†iσ ci+1σ +
H.c.), where c†iσ /ciσ are the creation/annihilation operator of
electron on site i with spin σ . At half filling, the model exhibits
a Mott insulating state for any finite value ofU/t , whereU and
t denote the on-site Coulomb interaction and transfer integral,
respectively. This time, the chemical potential −µ is varied
under the appropriately given total electron number Ngivene ,
and fitting the mean value of the electron density around the





⟨ni↑ + ni↓⟩ = ρ + cr2 (3)
will give the electron density in the bulk limit ρ for any value
of µ. Figure 3 shows the µ-ρ curve at U/t = 4 for L = 64,
which clearly indicates kinks at µ ∼ ±#c(L =∞)/2, where
#c(L =∞) = 1.2867(2) is the charge gap evaluated from
the exact solution.13 Again, the curve is continuous, and the
typical finite-size effect remains less than the order of 10−4
(see the comparison of L = 32,64, and 80 in the inset). We
also calculated the charge gaps#(OBC)c (L) under the usual OBC
without deformation and plotted them together in the inset of
Fig. 3 by sharing the two axes, ρ and −µ, with 1+ L−1 and
#(OBC)c (L)/2, respectively, due to the following context; the
states at |µ| " #c/2 off the gap are the Tomonaga-Luttinger
liquid, where the low-energy excitation is dominated by the
bosonic quasiparticles which can be approximated by the
noninteracting fermions in a 1D chain in the dilute limit.
In calculating #c(L) with electron number Ngivene = L+ 1,
the density of the doped quasiparticle corresponds to 1/L,
and #c(L) as a function of 1/L will approximately give its
low-energy dispersion, namely, the bulk µ-ρ curve. Indeed, as
shown in the inset of Fig. 3,#c(L) as a function of 1/L shows
a good correspondence with the µ-ρ curve, which means that
our grand canonical analyses on small systems reproduce well
the bulk properties.
To summarize, we elucidated a way to directly obtain
bulk physical quantities against a continuously varying field
in a small finite-size cluster. We find that scaling down the
energy of the Hamiltonian from the system center toward
the edges endows the edge states with the role of a small
particle bath. The particles trapped at the edges have negligibly
small energy and are connected to the bulk part by an ideally
small fluctuation. The variational optimization of the wave
function actually uses the edge sites as a particle bath, and one
obtains continuously varying conserved numbers Sz or Ne in
the main part of the system. The results obtained are almost
free from finite-size effects and reproduce the exact solution
within a typical accuracy of ∼10−4 even for a system as small
as L ∼ O(10). The present analyses are applied to methods
other than DMRG, such as exact diagonalization, the quantum
Monte Carlo method, and other variational methods as far as
the optimized wave function is used, and thus will open a
new path toward solving numerous still unknown problems in
low-energy many-body physics.
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図 (2.4) に一次元近藤格子模型での OBC と SSD との比較の結果を示す。OBC では
60 サイトに 伝導電子を 20個、すなわち伝導電子密度 nc = 1/3 ではあるが、系の中心
でそこからずれた値が得られる。一方 SSD では 系の端数サイトで電子密度が多かったり
少なかったりするが、中心では一様な振幅を持った電子密度の分布が得られる。それに加
え 100 サイト に 伝導電子 34 個 という nc = 0.34 となる電子数でも、ケミカルポテン
シャル µ を調整することで nc = 1/3という結果を得ることができる。
ここで、伝導電子密度 nc と局在スピンの構造の波数 kS の決定方法について述べる。
kS については局在スピンの Sz の空間分布に対し {a, b, c, d} をフィッティングパラメー
タとする関数 a cos(b(x− c)) + d の最小二乗法によるフィッティングを行い、b を kS と
している。nc についても同様のフィッティングを行い、dを電子密度としている。
図 2.5 に例を示す。図 2.5は 60サイトの計算であるが、その結果のうち系の端 5サイ
トを取り除いた領域で電子密度 nc の分布と局在スピンの分布をフィッティングしている。
nc については、フィッティング関数の平均がおよそ 0.5015 にたいして、中心 2サイトの
密度が 0.5012 とフィッティングと実際の平均値が生じている。しかし、その誤差は 10−4
程度であり、十分小さいと言える。





















OBC  60Site 
N=20
SSD 60 Site 
µ= -1.72
SSD 100 Site 
µ= -1.72
for Kondo  lattice model  
図 2.4 電子密度の境界条件依存性、紫の線は OBC のサイト数と粒子数から本来実現
する電子密度 nc = 1/3 = 0.333 · · ·。
一般に DMRG は基底の数制限した中で元の基底状態を近似する手法である、そのた
め基底の数を大きくとればその分近似の精度が良くなる。図 2.6 に 局在スピンの分布の
DMRGの基底数mの依存性を示す。基底数を大きくすることによって、局在スピンの振
幅は小さくなる。しかし、その波長は基底数数によらず一定でありそこから見積もられる
局在スピンの構造の波数 kS は基底数 200 程度で十分精度よく求められると考えられる。
2.2.3 周期アンダーソン模型における SSD
SSD の利点の一つに チャージギャップの見積もりが容易であることが挙げられる
[33, 30]。従来の自由端境界条件の DMRGにおいてチャージギャップは N 粒子状態のエ
ネルギー E(N) とそこに一粒子加えたときのエネルギー E(N + 1) のエネルギーを比較
し、そのサイズ依存性を調べる必要があった。しかし、SSDにおいては µの変化による







図 2.5 電子密度とスピン構造の波数の見積もりの例。サイト数 L = 60, J = 0.4,µ =
−1.4 としている。(a) 電子密度 nc の分布 (b) Sz の分布。 青の線が実際の分布、赤
い線は最小二乗法によるフィッティングの結果、緑の点線は最小二乗法を行うための試
行関数を示す。
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Fig. 2. (a) Size dependence of the average density ⟨nci⟩ around the center of the system for nc = 0.4 at
J/t = 0.9 under OBC and SSD. L is the system size. (b) Size dependence of the wave number of spin density












Fig. 3. Spin density oscillations for nc = 0.4 at J/t = 0.9 under SSD.m is the number of keeping states in
the DMRG calculation. System size L is 100.
oscillation, λs, is represented by the wave number 2ks through the relation 2ks/(2π) = 1/λs. If the
ground state is characterized by a Tomonaga-Luttinger liquid of conduction electrons, ks should be
the Fermi wave number kF of conduction electrons, which is proportional to the carrier density as
kF = πnc/2. However, 2ks obtained in the KLM is not proportional to the density of conduction
electrons nc as shown in Fig. 4. In particular, nc dependence of 2ks clearly changes at nc1 ∼ 0.354
3
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FIG. 2. (Color online) Half filling: n = 2. (a) Comparison of the charge gap obtained with Hartree Fock and from our DMRG results. The
DMRG points are the outcome of a linear extrapolation (Ns →∞) from data for lattices with Ns = 20, 30, 40 and 50 sites. (b) Hybridization
correlation, its second derivative, and the on-site magnetic correlation between c and f bands for Ns = 40. (c) f -band magnetic structure factor
for Ns = 40. (d) Size dependence of the height of the f -band magnetic structure factor peaks. (e) Log-linear plot of the absolute value of the
f -band real-space magnetic-correlation function for Ns = 40. (f) The U dependence of the correlation length extracted from (e), as explained
in the text; the dotted line is the corresponding exponential fit.
diagonalization22,24,25 and quantum Monte Carlo,26 or mean-
field theories.4,27–29
IV. QUARTER FILLING (n = 1)
In the noninteracting case at quarter filling, the Fermi
energy lies within the lower branch of E−(k), as indicated
in Fig. 1, so that the system is a paramagnetic metal; this
leads to a vanishing charge gap when U = 0. A finite-size
scaling analysis of our DMRG data indicates that there are
three regimes for the gap. For 0 ! U " 2, it scales linearly
with N−1s , so that it extrapolates to zero, as Ns →∞. For 2 "
U " 4, the gap approaches a finite value in the thermodynamic
limit, but we cannot ascertain whether the behavior follows an
inverse linear dependence (B/Ns , with decreasing slope B) or
a nonlinear form, N−αs , with α continuously varying between
1 and 1.5. And finally, for U # 4 the gap is hardly dependent
on the system size. In Fig. 3(a), the extrapolated values are
shown, which are suggestive of a metal insulator transition
(MIT) taking place at Uc1 ≃ 2.
The MIT could have bearings on the hybridization and
on-site magnetic correlations, Eqs. (5) and (6). Figure 3(b)
shows that as U increases from 0, these interband correlations
increase until they reach a maximum atUc1. Beyond this point,
they both decrease, but while the hybridization correlations
are still present even for large U , on-site magnetic correlations
become negligible for U # 8. This decoupling is due to the
decrease in occupation of the c band when U increases.
At quarter filling there is only one electron per site, shared
between both bands. As we increase U , the f band lowers
in energy (through the increase of magnitude of εf ) and
the electron becomes more localized in the f band. This is
illustrated in the same figure: as U increases, the average
f -band occupation ⟨nf ⟩ also increases, and the average c-band
occupation ⟨nc⟩ decreases, with their sum being constant and
equal to 1. In the limit of U ≫ V , there is one electron on
the f band at each site, and the c band will be empty, thus
rendering Scf negligible.
Let us now discuss the magnetic behavior of both c and f
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一次元近藤格子模型で実現した複合粒子金属層が 
一次元周期アンダーソン模型において実現するかを確かめる。 
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図 2.7 SSD による一次元周期アンダーソン模型のハーフフィリングにおけるチャー
ジギャップの見積もり。
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FIG. 2. (Color online) Half filling: n = 2. (a) Comparison of the charge gap obtained with Hartree Fock and from our DMRG results. The
DMRG points are the outcome of a linear extrapolation (Ns →∞) from data for lattices with Ns = 20, 30, 40 and 50 sites. (b) Hybridization
correlation, its second derivative, and the on-site magnetic correlation between c and f bands for Ns = 40. (c) f -band magnetic structure factor
for Ns = 40. (d) Size dependence of the height of the f -band magnetic structure factor peaks. (e) Log-linear plot of the absolute value of the
f -band real-space magnetic-correlation function for Ns = 40. (f) The U dependence of the correlation length extracted from (e), as explained
in the text; the dotted line is the corresponding exponential fit.
diagonalization22,24,25 and quantum Monte Carlo,26 or mean-
field theories.4,27–29
IV. QUARTER FILLING (n = 1)
In the noninteracting case at quarter filling, the Fermi
energy lies within the lower branch of E−(k), as indicated
in Fig. 1, so that the system is a paramagnetic metal; this
leads to a vanishing charge gap when U = 0. A finite-size
scaling analysis of our DMRG data indicates that there are
three regimes for the gap. For 0 ! U " 2, it scales linearly
with N−1s , so that it extrapolates to zero, as Ns →∞. For 2 "
U " 4, the gap approaches a finite value in the thermodynamic
limit, but we cannot ascertain whether the behavior follows an
inverse linear dependence (B/Ns , with decreasing slope B) or
a nonlinear form, N−αs , with α continuously varying between
1 and 1.5. And finally, for U # 4 the gap is hardly dependent
on the system size. In Fig. 3(a), the extrapolated values are
shown, which are suggestive of a metal insulator transition
(MIT) taking place at Uc1 ≃ 2.
The MIT could have bearings on the hybridization and
on-site magnetic correlations, Eqs. (5) and (6). Figure 3(b)
shows that as U increases from 0, these interband correlations
increase until they reach a maximum atUc1. Beyond this point,
they both decrease, but while the hybridization correlations
are still present even for large U , on-site magnetic correlations
become negligible for U # 8. This decoupling is due to the
decrease in occupation of the c band when U increases.
At quarter filling there is only one electron per site, shared
between both bands. As we increase U , the f band lowers
in energy (through the increase of magnitude of εf ) and
the electron becomes more localized in the f band. This is
illustrated in the same figure: as U increases, the average
f -band occupation ⟨nf ⟩ also increases, and the average c-band
occupation ⟨nc⟩ decreases, with their sum being constant and
equal to 1. In the limit of U ≫ V , there is one electron on
the f band at each site, and the c band will be empty, thus
rendering Scf negligible.
Let us now discuss the magnetic behavior of both c and f
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D. 1:3 複合粒子金属相 













図 2.8 一次元周期アンダーソン模型の V = 0.75のハーフフィリングにおけるチャー
ジギャップの比較、HF はハートリーフォックによる結果, DMRGは [32]によるもの、
SSDは本研究 (図 2.7)によるもの。
nc の変化を調べることで容易にチャージギャップの有無を調べることができる。
図 2.7 にケミカルポテンシャル µ と nc の関係を示す。その図によって得られた チャー









で見られたような 局在スピンの構造の波数 kS が J/t の値によって連続的に変化するか
どうかを確かめた。
3.1 局在スピンの構造の波数の J 依存性について
自由端境界条件のもとでの DMRG の先行研究によって局在スピンの構造の波数 kS の
大きさが J を増やすことによって連続的に変化する振る舞いが明らかにされた。そこで
同様の kS と J の関係をより多くの nc について SSD 境界条件のもとで計算することで
調べた。その結果と先行研究との比較を図 3.1 に示す。図 3.1の J が 0 に近いところで
はすべての nc において kS/π = nc となっている。これは 小さいフェルミ面描像に基づ
く局在スピン構造の波数が電子密度によって kS = πnc となることから、J が小さい領域
では小さなフェルミ面描像が成り立ち、J をある程度大きくしても kS は変化しないこと
を示している。しかしそれぞれの nc で ある J から kS/π が nc よりも小さくなる振る
舞いが見られる。nc = 0.3と nc = 0.5 において先行研究との比較を見ても、その振る舞
いは一致している。
nc = 0.5において、先行研究よりも J を細かく見ることで、J = 1.4から 1.6 にかけ
て kS が J によらず一定になるプラトーが見られる。このプラトーは 本研究で初めて計
算された nc = 0.45, 0.42, 0.40, 0.37 でも確認できる。また nc = 0.37では J = 0.9から
1.0 の間にもう一段別のプラトーが現れる。また nc = 0.30, 0.25, 0.20 においては、kS
が J によって連続的に変化する振る舞いが見られるが、プラトーは現れなかった。また
34 第 3章 　一次元近藤格子模型の低電子密度領域
図 3.1 交換相互作用 J 局在スピンの波数 kS の関係。黒丸と白抜きの四角は先行研
究 [21] による。
すべての nc において、J が大きい極限では kS = 0 となる。これは 局在スピンの向きが











度 nc = 0.37, 0.40, 0.42, 0.45, 0.50 と nc を大きくするにつれて 局在スピンの構造の波
数 kS の大きさは小さくなっている、そのため kS は nc となんらかの関係で結ばれてい
るはずである。その関係式を探るため、各 J において nc と kS の関係を調べた。
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図 3.1のうち nc = 0.4における J = 0.3, 0.5, 0.7, 0.9の伝導電子密度の空間分布を図
3.2から図 3.5に、局在スピンの分布を 3.6から図 3.9に示す。図 3.1から J = 0.3は小
さなフェルミ面に対応する kS が実現する領域であり、J = 0.5, 0.7は kS が変化する領
域であり、J = 0.9は新しいプラトー領域に対応する。
まず伝導電子密度の空間分布について確認すると、各 J について 5サイトの周期構造
が見られる。また sin波のフィッティングから、系の周期は 2.5 サイト周期である。これ
は nc = 0.4のときの電荷のフリーデル振動の波数 kc = 4kF = 2πnc から予想される波長
λc = 2π/kc = 1/nc = 1/0.4 = 2.5 に一致する。このように電荷密度に対しては、特異
な波数の変化というものは見られない。一方で伝導電子のフリーデル振動の振幅は J に
よって異なる。J = 0.3から J = 0.7にかけて振幅は増大しており、J = 0.7と J = 0.9
の間にはほとんど差は見られない。
局在スピンの磁気構造は J ごとに差が見られる。まず図 3.6に示す J = 0.3 において
波長が 5 サイトとなる sin 波でフィッティングできるスピン構造が見られる、この局在
スピンの構造の波数 kS = 2π/5 = 0.4π は nc = 0.4 における小さなフェルミ面描像の元
での 2kF = πnc = 0.4π と一致する。J = 0.5, 0.7と J を大きくするにつれて、局在ス
ピンの振幅は小さくなっていく。またそれぞれの J において局在スピンの構造を sin で
フィッティングでき、ほぼ一つの波数の波からなる周期構造を持っていることがわかる。
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図 3.2 nc = 0.4, J = 0.3 における電荷分布。振動の周期は 2.5 サイト周期であり、
小さなフェルミ面における 4kF に相当する。
図 3.3 nc = 0.4, J = 0.5 における電荷分布。振動の周期は 2.5 サイト周期であり、
小さなフェルミ面における 4kF に相当する。
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図 3.4 nc = 0.4, J = 0.7 における電荷分布。振動の周期は 2.5 サイト周期であり、
小さなフェルミ面における 4kF に相当する。
図 3.5 nc = 0.4, J = 0.9 における電荷分布。振動の周期は 2.5 サイト周期であり、
小さなフェルミ面における 4kF に相当する。
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図 3.6 nc = 0.4, J = 0.3における局在スピン分布。振動の周期は 5サイト周期であ
り、小さなフェルミ面における 2kF に相当する。
図 3.7 nc = 0.4, J = 0.5 における局在スピン分布。振動の周期は 21/4 サイト周期
であり、小さなフェルミ面における 2kF よりも小さい波数となっている。
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図 3.8 nc = 0.4, J = 0.7における局在スピン分布。振動の周期はほぼ 6サイト周期
であり、小さなフェルミ面における 2kF よりも小さい波数となっている。
図 3.9 nc = 0.4, J = 0.9 における局在スピン分布。振動の周期はほぼ 20/3 サイト
周期であり、小さなフェルミ面における 2kF よりも小さい波数をとり。図 3.1におけ
るプラトーに対応している。
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図 3.10 J = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 における伝導電子密度 nc と局在スピンの構造の波
数 kS の関係。補助線として小さなフェルミ面から予想される nc と kS の関係式
kS/π = nc を示す。
3.2 局在スピンの構造の波数 kS と電子密度 nc
図 3.10に示すように、J = 0.1, 0.2 は kS/π = nc という小さなフェルミ面に対応する
直線に乗る。しかし J = 0.3では nc = 0.3以上の領域で 小さなフェルミ面に対応する直
線に乗るが、nc = 0.25 から nc = 0.3 の間の領域で 小さなフェルミ面の kS よりも小さ
な kS をとる。nc = 0.25 では再び 小さなフェルミ面に対応する kS となり、nc = 0.25
よりも低い電子密度の領域では再び kS が小さなフェルミ面からずれる振る舞いを示す。
J = 0.4では nc = 0.3 以上の領域で、直線 kS/π = nc に従うが、nc = 0.3 未満の領域で
は その直線からずれる。またそのずれ幅は J = 0.3 よりも大きいきいものとなっている。
図 3.11に示すように J = 0.5 では 小さなフェルミ面からなる直線 kS/π = nc に従うの
は nc = 0.33 の付近のみで、それ以外では小さなフェルミ面からずれた振る舞いを示し、
そのずれ幅も J = 0.4よりも大きい。またこれまでの J では kS は nc に対して増加関数
となる振る舞いを示したのに対し、J = 0.5では kS が nc に対して減少する領域が 2箇
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図 3.11 J = 0.5から 0.9における伝導電子密度 nc と局在スピンの構造の波数 kS の
関係。補助線として小さなフェルミ面から予想される ncと kS の関係式 kS/π = nc(水
色の点線)、大きなフェルミ面から予想される nc と kS の関係式 kS/π = (1－ nc)(赤
色の点線),kS/π = (1−nc)/2(緑色の点線)、kS/π = (1−nc)/4(紫色の点線) を示す。
所存在することが見て取れる。また減少関数となる領域は直線状になっている。J = 0.6
から J = 0.9 の領域ではすべての nc で 小さなフェルミ面の直線 kS = πnc からずれ、J
が大きくなるごとにずれ幅も大きくなっていく。またそれぞれの J で 減少関数となる領
域が 2箇所存在する。これらの減少関数となる領域は図 3.1 のプラトーに対応している。
図 3.11に kS/π = (1 − nc)/2, (1 − nc)/3 という直線を追加して比較している。これら
の直線とプラトーに対応している領域の kS は非常に良い一致を見せる。そのためこれら
のプラトーの局在スピンの波数と電子密度の関係式が得られたといえる。
図 3.12J を大きくすると nc に対する kS の傾きが徐々に大きくなっている。それに
伴って J が 1.0 からは J ≤ 0.9 まで見られた kS = π(1 − nc)/3 に乗る領域が見られな
くなった。また kS = π(1 − nc)/2 となる領域も J を大きくするに連れて徐々に小さく
なっており J = 1.6 となる領域ではほとんど見られなくなった。
最後に以上の J = 0.1 から J = 1.6 までの nc と kS の関係をまとめて図 3.13 に示
す。グラフに補助線として kS/π = nc KS/π = (1 − nc)/2 ,kS/π = (1 − nc)/3 を引い
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図 3.12 J = 1.0から 1.6における伝導電子密度 nc と局在スピンの構造の波数 kS の
関係。補助線として小さなフェルミ面から予想される ncと kS の関係式 kS/π = nc(水
色の点線)、大きなフェルミ面から予想される nc と kS の関係式 kS/π = (1－ nc)(赤
色の点線),kS/π = (1−nc)/2(緑色の点線)、kS/π = (1−nc)/4(紫色の点線) を示す。
た。小さいフェルミ面描像が成り立てば kS = πnc の関係が得られる。その直線に全面
的に乗っているのは J = 0.1 の赤のグラフと J = 0.2 の黄緑のデータである。J = 0.5
から J = 1.5 の幅広い J では kS/π = (1 − nc)/2 に乗る領域が存在し、J = 0.5 から
J = 0.9 において kS/π = (1− nc)/3 に乗る領域が存在する。
以上のように、図 3.1 でプラトーとなっている領域において局在スピンの構造の波数
kS は kS/π = (1 − nc)/2, (1 − nc)/3 と表すことができることが分かる。ではなぜこの
ような表式で表すことができるのだろうか。
大きなフェルミ面描像のもとでは局在スピンの構造の波数は系のホールの密度 (1− nc)
で記述される。一方で今ホールの密度が 1/2 , 1/3 となっているということはホール 2
個、あるいは 3個がそれぞれ塊になっていると考えられる。そこでホールが 2個塊になる
状態を解釈するために 1:3 複合粒子描像について考える。1:3複合粒子描像は 伝導電子 1
個と局在スピン 3個が塊となって準粒子として振る舞うという描像である。
大きなフェルミ面描像に対応する kS = π(1− nc) 波数はホールの密度によって決まっ
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図 3.13 電子密度 nc と局在スピンの波数の関係、赤い実線は小さなフェルミ面描像か
ら想定されるもの、緑の点線は大きなフェルミ面の傾きと切片は半分になった直線、紫
の点線は大きなフェルミ面の傾きと切片が 1/3 になった直線。J は 0.1 刻みで変化し
ている。
ているため、kS = π(1 − nc)/2 はホールの密度が半分になったと状態に対応していると
考えることができる。ここで絶縁相における 局在スピンの構造と伝導電子の密度を見る
と伝導電子一個に同じ向きの局在スピン 3個という 1:3 の構造が見え、その局所構造を単
位として見るとその単位の中に ホールが 2つ入っていることになる。そこで伝導電子と
局在電子が 1:3 の塊になったものを 1:3 複合粒子と呼ぶ。1:3 の複合粒子が存在すると、
複合粒子がサイトに隙間なく並ぶ 電子密度 nc = 1/3 で絶縁相になること、またそこに伝
導電子をドープすると、1:3 の複合粒子と 1サイトのシングレットが混在し、複合粒子の
密度と局在スピンの波数が比例することが説明できる。
以上の複合粒子描像で 局在スピンの構造の波数 kS の伝導電子密度 nc の関係を説明で
きる。例として 1:3複合粒子描像におけるスピン構造の波数 kS = π(1− nc)/2 を説明す
る。局在スピン構造の波数の密度依存性は伝導電子と局在スピンが 1:3の塊となる複合粒
子 と 1:1のシングレットの 2流体モデルによって説明できる。2流体モデルとは複合粒子
がスピンが反強磁性的に並び、その間にシングレットが挟まっているという描像である。
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2ks = π(1− nc)/2
Fig. 4. Inverse of the period of the spin density oscillation as a function of nc at J/t = 0.7 obtained by SSD.




















Fig. 5. Inverse of the period of the spin density oscillation as a function of nc obtained by SSD. The number
of keeping states in the DMRG calculation is 600. System size L is 100.
and nc2 ∼ 0.386, and between the two densities 2ks decreases with the increase in nc. In this re-
gion, 2ks is well described by 2ks = π(1 − nc)/2, which is half the 2kLF of large Fermi surface,
2kLF = π(1 − nc) = |π(1 + nc) − 2π|, where the Fermi surface includes both the conduction elec-
trons and the localized spins. In the above equation, −2π is added to go back into the first Brillouin
zone [7]. Outside the above region, ks is neither kLF of large Fermi surface nor k
S
F of small Fermi
surface, which includes only conduction electrons. Although the origin of this peculiar behavior is
4
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波長 λS あたりのホールの数は 4 つであり、局在スピン構造の波長とホールの密度の関
係は
(1− nc) = 4
λS
(3.1)











実際は J は t 程度であり、1 サイトで完全な局所スピンシングレットを作ることはな
い。しかし、大きなフェルミ面が成り立つ領域では、フェルミ波数の電子の位相は伝導電
子と局在スピンの和に πを掛けたもので与えられるため、1サイトあたり電子が 2 個あれ
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図 3.15 nc = 1/3 付近における 伝導電子密度 nc とケミカルポテンシャル µの関係
のサイズ依存性。
ば局在スピンシングレットでなくてもフェルミ波数の伝導電子の位相は 1 サイトあたり





1:3 複合粒子と 1:1 のシングレットから成る 2流体モデルにおいて 1:1 のシングレット




図 3.15 に伝導電子密度 nc ととケミカルポテンシャル µの関係を示す。図には系のサ
イズを L = 40 から L = 150 まで 30 サイト刻みで大きくしたときの結果を載せている
が、その全てで nc = 0.333 近傍で 電子密度の変化に対するケミカルポテンシャル変化
量が周りに比べて大きくなっている。またそのサイズ依存性を見ると、サイズが大きく
なるほど傾きが大きくなり、無限サイズの極限を取ると傾きが発散することが見て取れ
る。また、それぞれのサイズのグラフの線は nc = 0.33 で交わっており、以上を踏まえる
と J = 0.5の nc = 1/3 においてチャージギャップが存在し、系が絶縁相になることがわ
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3.16に示すが、局在スピンが上上上下下下 の 6サイト周期の構造を持ち、各 3サイトの
中心に伝導電子が高い確率で存在していることがわかる。ここで 同じ nc = 1/3 におけ
る 絶縁相でない領域と、絶縁相となる領域の電子状態の比較を行う。図 3.17, 3.18 に絶
縁相にならない、J = 0.7 における nc = 1/3 の電子状態を示した。伝導電子密度はほと
んど絶縁相と同様の 3サイト周期をとっているにもかかわらず、局在スピンの構造は sin
波でフィッティングでき、かつ 6サイトよりも大きな周期構造をとっている。
一方で J = 0.4, 0.3 では J = 0.5 と同様の伝導電子密度の 3サイト構造をとり、局在
スピンが 6サイト周期の構造をとる。またその波形も sin波というよりは Ising 的な方形
磁化に近いものとなっており、nc = 1/3 において、局在スピンの構造の波形が電荷ギャッ
プと密接に関係していることがわかる。
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図 3.17 金属相となる nc = 1/3, J = 0.7 における電子密度の分布。その周期は 3サ
イトであり、小さなフェルミ面における 4kF に相当する。
図 3.18 金属相となる nc = 1/3, J = 0.7 における局在スピンの分布。その周期は
23/3サイト周期であり、小さなフェルミ面における 2kF よりも小さいものなっている。
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図 3.19 絶縁相となる nc = 1/3, J = 0.4 における電子密度の分布。その周期は 3サ
イトであり、小さなフェルミ面における 4kF に相当する。
図 3.20 絶縁相となる nc = 1/3, J = 0.4 における電子密度の分布。その周期は 6サ
イトであり、小さなフェルミ面における 2kF に相当する。
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図 3.21 絶縁相となる nc = 1/3, J = 0.3 における電子密度の分布。その周期は 3サ
イトであり、小さなフェルミ面における 4kF に相当する。
図 3.22 金属相となる nc = 1/3, J = 0.3 における局在スピンの分布。その周期は 6
サイト周期であり、小さなフェルミ面における 2kF に相当する。
50 第 3章 　一次元近藤格子模型の低電子密度領域
3.4 複合粒子描像の直接的な確認







る r サイトを中心とする 3サイト内に シングレットと 2つの同じ向きの局在スピンが存
在するような状態
|s ↑↑⟩+ |s ↓↓⟩+ |↑ s ↑⟩+ |↓ s ↓⟩+ |↑↑ s⟩+ |↓↓ s⟩ (3.4)
を仮定し、その存在確率をオーダーパラメータとする。
r サイトの周りで 状態 (3.4)が存在する確率を P (r) としその空間分布のフーリエ成分
P (q)を調べたものを 図 3.23に示す。実線で示したデータは kS = π(1− nc)/2 に従う領
域での P (q)、点線で示したデータは それ以外の領域の P (q)である。
まず図 3.23 によると kS = π(1 − nc)/2 に従う領域の実線のピークはすべて、それ以
外の領域の点線のピークよりも大きな値を取る。特に nc = 0.355, 0.363, 0.397の 3つは
ほぼ同じ kS を持ち、P (q)も同じような q でピークを持つが、kS = π(1− nc)/2に従う




し、図に示した中で最も低電子密度である nc = 0.342 のピークは kS = π(1 − nc)/2 に
従う領域のどの状態のピークよりも小さいものとなっている。
以上のことから,式 (3.4) で記述される 3サイトの構造をオーダーパラメータとするこ
とで。kS = π(1− nc)/2 に従う状態を特徴づけられることがわかった。





図 3.23 複合粒子の存在確率 P (r)のフーリエ成分。
3.5 古典的な近藤格子模型
これまで説明してきた複合粒子描像が成り立つのは nc = 1/3, 1/4 の絶縁相、そして



















(c†r,↑cr,↑ − c†r,↓cr,↓) cos(kSr) + 2(c†r,↑cr,↓ + h.c) sin(kSr)
])
(3.5)













Site = 600 らせん構造を取ったときに
スピン構造の波数が            よりも小さくなった
方が エネルギーが下がる。





図 3.24 J = 0.8におけるらせん磁化におけるエネルギー (赤線)と方形磁化 によるエ
ネルギー (緑線)の比較。らせん磁化についてはらせんの波数依存性を示している。
を用いる。ここで kS はらせん磁化の波数であるが、この kS を変化させて一番エネル
ギーが低くなる状態を基底状態とする。また量子系の nc = 1/3 における絶縁相の状態か
ら、方形磁化状態ともエネルギーの比較を行った。J = 0.8、サイト数 600 として 電子密
度 nc = 1/3 となるときの図 3.24 に示す。まず基底状態のエネルギーのらせん磁化の波
数 kS 依存性を見ると、らせん磁化においては、小さなフェルミ面描像における nc = 1/3




















































とができる。その結果 kS が 2kF よりも小さくなる状態が基底状態となる。また古典系
では伝導電子のみでフェルミ面が決まる小さなフェルミ面描像しか存在しない。よって
Luttinger の定理が満たされたまま、局在スピンの構造の波数 kS が変化できることがわ
かる。
図 3.26に 伝導電子密度 nc とらせん磁化の波数 kS の関係、及び量子系の計算におけ
る伝導電子密度 nc スピン構造の波数 kS の関係を示す。これによると 量子系における
J = 0.4 と古典系における J = 0.8 が nc = 0.3以下の kS が連続的に変化する領域で定量
的に一致する。また量子系の J = 0.7と古典的の J = 1.6も, kS/π = 1− nc に従う複合
粒子金属相以外ではよく一致する。したがって局在スピンの波数 kS の連続的な変化はら
せん磁化によるものであると考えられる。対応する J の違いは Neel 状態とスピンシング
レットのエネルギーの違いから来ると考えられる。Neel 状態では −J/4なのに対し、ス
ピンシングレットは −3J/4であるため量子系の J が有効的に大きくなると考えられる。
3.6 常磁性金属相と強磁性金属相の境界
SSD を用いて常磁性金属相と強磁性金属相の相境界を調べた結果を示す。常磁性金
属相と強磁性金属相の区別は各 J でケミカルポテンシャル µ ごとに Sz = 0 または
Sz = 1/2となる非偏極状態 か Sz = 12 (L−N) となるスピン偏極状態のどちらがエネル














J = 1.6        
図 3.26 古典的 KL 量子的 KL の局在スピンの構造の波数 kS の電子密度依存性。
ギーが低いかで判断した。
まず J = 0.7 について ケミカルポテンシャル µ ごとに 偏極状態のエネルギー EFM と
非偏極状態のエネルギー EPM を比較するため EPM − EFM プロットした結果を図 3.27
に示す。EPM − EFM は系が強磁性金属相ならば正の値をとり、常磁性相ならば負の値
をとる。このとき、EPM − EFM が 0になる点が転移点となる。
ケミカルポテンシャル µと伝導電子密度 nc の関係を図 3.28に示す。まず µ が小さい
強磁性金属相の領域では偏極状態も非偏極状態も同じケミカルポテンシャルに対して同じ




強磁性金属相であることから、この 2つの状態は Sz の値は違うものの、同じ全スピン S
の状態を表している考えられる。
また図 3.28 からは 強磁性常磁性転移点付近から上のケミカルポテンシャル µにおける
伝導電子密度 nc の値が 偏極状態と非偏極状態で異なる値を取る。強磁性相における 転
移点付近の電子状態の振るまいの典型例として J = 0.7, µ = −1.813における偏極状態、




















る舞いは J の大きさによらず現れる。各 J における 伝導電子密度とケミカルポテンシャ
ルの振る舞いを図 3.41に示す。
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図 3.28 J = 0.7における常磁性強磁性転移付近のケミカルポテンシャルごとの 偏極




図 3.29 強磁性相に対応する J = 0.7, µ = −1.825 の偏極状態 における伝導電子密
度の分布。その平均値はおよそ 0.272 であり非偏極状態とほぼ等しい。またその周期
は 11/3サイトであり、小さなフェルミ面に対応する 4kF に等しい。
図 3.30 強磁性相に対応する J = 0.7, µ = −1.825 の非偏極状態 における伝導電子
分布。その平均値はおよそ 0.272 であり偏極状態とほぼ等しい。またその周期は 11/3
サイトであり、小さなフェルミ面に対応する 4kF に等しい。
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図 3.31 強磁性相に対応する J = 0.7, µ = −1.825 の偏極状態 における局在スピン
分布。ほぼ一様な分布となっている。
図 3.32 強磁性相に対応する J = 0.7, µ = −1.825 の非偏極状態 における局在スピ
ン分布。ほぼ一様な分布となっており、xy 方向に磁化を持っていると考えられる。
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図 3.33 強磁性相に対応する J = 0.7, µ = −1.813 の偏極状態 における伝導電子分
布。平均値はおよそ 0.2775程度で非偏極状態とほぼ同じ値を持つ。
図 3.34 強磁性相に対応する J = 0.7, µ = −1.813 の非偏極状態 における伝導電子
分布。平均値はおよそ 0.2775程度で偏極状態とほぼ同じ値を持つ。
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図 3.35 強磁性相に対応する J = 0.7, µ = −1.813 の偏極状態 における局在スピン
分布。ほぼ一様に偏極している。
図 3.36 強磁性相に対応する J = 0.7, µ = −1.813 の非偏極状態 における局在スピ
ン分布。およそ 17サイトの周期を持つ。
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図 3.37 常磁性金相に対応する J = 0.7, µ = −1.805 の偏極状態 における伝導電子
分布。その平均値は 0.282程度で非偏極状態よりも小さい値をとる。
図 3.38 常磁性金属相に対応する J = 0.7, µ = −1.805 の非偏極状態 における伝導
電子分布。その平均値は 0.288程度で偏極状態よりも大きな値をとる。
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図 3.39 常磁性金属相に対応する J = 0.7, µ = −1.805 の偏極状態 における局在ス
ピン分布。ほぼ一様に偏極している。




図 3.41 各 J ごとの常磁性と強磁性相の転移点周りの電子密度 nc とケミカルポテン
シャル µ の関係。転移点の密度を赤い三角で表している。
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FIG. 2. (Color online) Half filling: n = 2. (a) Comparison of the charge gap obtained with Hartree Fock and from our DMRG results. The
DMRG points are the outcome of a linear extrapolation (Ns →∞) from data for lattices with Ns = 20, 30, 40 and 50 sites. (b) Hybridization
correlation, its second derivative, and the on-site magnetic correlation between c and f bands for Ns = 40. (c) f -band magnetic structure factor
for Ns = 40. (d) Size dependence of the height of the f -band magnetic structure factor peaks. (e) Log-linear plot of the absolute value of the
f -band real-space magnetic-correlation function for Ns = 40. (f) The U dependence of the correlation length extracted from (e), as explained
in the text; the dotted line is the corresponding exponential fit.
diagonalization22,24,25 and quantum Monte Carlo,26 or mean-
field theories.4,27–29
IV. QUARTER FILLING (n = 1)
In the noninteracting case at quarter filling, the Fermi
energy lies within the lower branch of E−(k), as indicated
in Fig. 1, so that the system is a paramagnetic metal; this
leads to a vanishing charge gap when U = 0. A finite-size
scaling analysis of our DMRG data indicates that there are
three regimes for the gap. For 0 ! U " 2, it scales linearly
with N−1s , so that it extrapolates to zero, as Ns →∞. For 2 "
U " 4, the gap approaches a finite value in the thermodynamic
limit, but we cannot ascertain whether the behavior follows an
inverse linear dependence (B/Ns , with decreasing slope B) or
a nonlinear form, N−αs , with α continuously varying between
1 and 1.5. And finally, for U # 4 the gap is hardly dependent
on the system size. In Fig. 3(a), the extrapolated values are
shown, which are suggestive of a metal insulator transition
(MIT) taking place at Uc1 ≃ 2.
The MIT could have bearings on the hybridization and
on-site magnetic correlations, Eqs. (5) and (6). Figure 3(b)
shows that as U increases from 0, these interband correlations
increase until they reach a maximum atUc1. Beyond this point,
they both decrease, but while the hybridization correlations
are still present even for large U , on-site magnetic correlations
become negligible for U # 8. This decoupling is due to the
decrease in occupation of the c band when U increases.
At quarter filling there is only one electron per site, shared
between both bands. As we increase U , the f band lowers
in energy (through the increase of magnitude of εf ) and
the electron becomes more localized in the f band. This is
illustrated in the same figure: as U increases, the average
f -band occupation ⟨nf ⟩ also increases, and the average c-band
occupation ⟨nc⟩ decreases, with their sum being constant and
equal to 1. In the limit of U ≫ V , there is one electron on
the f band at each site, and the c band will be empty, thus
rendering Scf negligible.
Let us now discuss the magnetic behavior of both c and f





n=1.5   (近藤格子模型における n=0.5) n=1.33…  (近藤格子模型における n=1/3)  
一次元近藤格子模型で実現した複合粒子金属層が 
一次元周期アンダーソン模型において実現するかを確かめる。 
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図 3.42 本研究で明らかになった、一次元近藤格子模型の 低電子密度領域における基
底状態の相図。
3.7 一次元近藤格子模型の低電子密度領域の相図
以上の計算結果を元に相図を決定したを図 3.42に示す。まず J が大きい領域で 強磁性
金属相が実現すること、J が小さい領域の大部分で小さなフェルミ面からなる局在スピン
磁気構造が実現することは従来の 相図 1.3 と同様である。しかし、従来の小さなフェル














い。一次元近藤格子模型においては、ケミカルポテンシャル µと 交換相互作用 J の 2つ
のパラメータである。一方で一次元周期アンダーソン模型の基底状態を決めるパラメータ
はケミカルポテンシャル µ 局在電子のエネルギー ϵf 局在電子の軌道と伝導電子の軌道の
混成の大きさ V と 局在電子の軌道内で働くクーロン斥力のエネルギー U の 4つとなる。
本研究では近藤格子模型と周期アンダーソン模型の関係を調べるためにいくつかパラ
メータに制限を加える、まずは局在電子の電子密度の期待値を 1 にするという条件であ




µ, J, U をもって基底状態を決定するパラメータとする。
また、一次元近藤格子模型では伝導電子密度 nc 以下では 、伝導電子密度と局在電子密
度を合わせた 電子密度 n を採用する、両者には n = nc + 1 の関係がある。
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FIG. 2. (Color online) Half filling: n = 2. (a) Comparison of the charge gap obtained with Hartree Fock and from our DMRG results. The
DMRG points are the outcome of a linear extrapolation (Ns →∞) from data for lattices with Ns = 20, 30, 40 and 50 sites. (b) Hybridization
correlation, its second derivative, and the on-site magnetic correlation between c and f bands for Ns = 40. (c) f -band magnetic structure factor
for Ns = 40. (d) Size dependence of the height of the f -band magnetic structure factor peaks. (e) Log-linear plot of the absolute value of the
f -band real-space magnetic-correlation function for Ns = 40. (f) The U dependence of the correlation length extracted from (e), as explained
in the text; the dotted line is the corresponding exponential fit.
diagonalization22,24,25 and quantum Monte Carlo,26 or mean-
field theories.4,27–29
IV. QUARTER FILLING (n = 1)
In the noninteracting case at quarter filling, the Fermi
energy lies within the lower branch of E−(k), as indicated
in Fig. 1, so that the system is a paramagnetic metal; this
leads to a vanishing charge gap when U = 0. A finite-size
scaling analysis of our DMRG data indicates that there are
three regimes for the gap. For 0 ! U " 2, it scales linearly
with N−1s , so that it extrapolates to zero, as Ns →∞. For 2 "
U " 4, the gap approaches a finite value in the thermodynamic
limit, but we cannot ascertain whether the behavior follows an
inverse linear dependence (B/Ns , with decreasing slope B) or
a nonlinear form, N−αs , with α continuously varying between
1 and 1.5. And finally, for U # 4 the gap is hardly dependent
on the system size. In Fig. 3(a), the extrapolated values are
shown, which are suggestive of a metal insulator transition
(MIT) taking place at Uc1 ≃ 2.
The MIT could have bearings on the hybridization and
on-site magnetic correlations, Eqs. (5) and (6). Figure 3(b)
shows that as U increases from 0, these interband correlations
increase until they reach a maximum atUc1. Beyond this point,
they both decrease, but while the hybridization correlations
are still present even for large U , on-site magnetic correlations
become negligible for U # 8. This decoupling is due to the
decrease in occupation of the c band when U increases.
At quarter filling there is only one electron per site, shared
between both bands. As we increase U , the f band lowers
in energy (through the increase of magnitude of εf ) and
the electron becomes more localized in the f band. This is
illustrated in the same figure: as U increases, the average
f -band occupation ⟨nf ⟩ also increases, and the average c-band
occupation ⟨nc⟩ decreases, with their sum being constant and
equal to 1. In the limit of U ≫ V , there is one electron on
the f band at each site, and the c band will be empty, thus
rendering Scf negligible.
Let us now discuss the magnetic behavior of both c and f
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D. 1:3 複合粒子金属相 













図 4.1 J = 0.4 における n = 1.333 · · · の周辺における電子密度 n とケミカルポテ
ンシャル µ の関係のサイズ依存。各 U において 無限系極限において、傾きが無限大
に発散することが予想される。また U が小さくなるにつれて、ギャップも小さくなる
ことが予想される。
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FIG. 2. (Color online) Half filling: n = 2. (a) Comparison of the charge gap obtained with Hartree Fock and from our DMRG results. The
DMRG points are the outcome of a linear extrapolation (Ns →∞) from data for lattices with Ns = 20, 30, 40 and 50 sites. (b) Hybridization
correlation, its second derivative, and the on-site magnetic correlation between c and f bands for Ns = 40. (c) f -band magnetic structure factor
for Ns = 40. (d) Size dependence of the height of the f -band magnetic structure factor peaks. (e) Log-linear plot of the absolute value of the
f -band real-space magnetic-correlation function for Ns = 40. (f) The U dependence of the correlation length extracted from (e), as explained
in the text; the dotted line is the corresponding exponential fit.
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In the noninteracting case at quarter filling, the Fermi
energy lies within the lower branch of E−(k), as indicated
in Fig. 1, so that the system is a paramagnetic metal; this
leads to a vanishing charge gap when U = 0. A finite-size
scaling analysis of our DMRG data indicates that there are
three regimes for the gap. For 0 ! U " 2, it scales linearly
with N−1s , so that it extrapolates to zero, as Ns →∞. For 2 "
U " 4, the gap approaches a finite value in the thermodynamic
limit, but we cannot ascertain whether the behavior follows an
inverse linear dependence (B/Ns , with decreasing slope B) or
a nonlinear form, N−αs , with α continuously varying between
1 and 1.5. And finally, for U # 4 the gap is hardly dependent
on the system size. In Fig. 3(a), the extrapolated values are
shown, which are suggestive of a metal insulator transition
(MIT) taking place at Uc1 ≃ 2.
The MIT could have bearings on the hybridization and
on-site magnetic correlations, Eqs. (5) and (6). Figure 3(b)
shows that as U increases from 0, these interband correlations
increase until they reach a maximum atUc1. Beyond this point,
they both decrease, but while the hybridization correlations
are still present even for large U , on-site magnetic correlations
become negligible for U # 8. This decoupling is due to the
decrease in occupation of the c band when U increases.
At quarter filling there is only one electron per site, shared
between both bands. As we increase U , the f band lowers
in energy (through the increase of magnitude of εf ) and
the electron becomes more localized in the f band. This is
illustrated in the same figure: as U increases, the average
f -band occupation ⟨nf ⟩ also increases, and the average c-band
occupation ⟨nc⟩ decreases, with their sum being constant and
equal to 1. In the limit of U ≫ V , there is one electron on
the f band at each site, and the c band will be empty, thus
rendering Scf negligible.
Let us now discuss the magnetic behavior of both c and f
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D. 1:3 複合粒子金属相 













図 4.2 J = 0.4, n = 1.333 · · · における電子状態、 上のグラフの青線は電子密度の空
間分布を表し、緑線はその空間平均値を表す。また下のグラフでは赤線で局在電子、青
線で伝導電子のスピンの Sz 成分の分布を示している。
4.2 nc = 1/3 における絶縁相
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FIG. 2. (Color online) Half filling: n = 2. (a) Comparison of the charge gap obtained with Hartree Fock and from our DMRG results. The
DMRG points are the outcome of a linear extrapolation (Ns →∞) from data for lattices with Ns = 20, 30, 40 and 50 sites. (b) Hybridization
correlation, its second derivative, and the on-site magnetic correlation between c and f bands for Ns = 40. (c) f -band magnetic structure factor
for Ns = 40. (d) Size dependence of the height of the f -band magnetic structure factor peaks. (e) Log-linear plot of the absolute value of the
f -band real-space magnetic-correlation function for Ns = 40. (f) The U dependence of the correlation length extracted from (e), as explained
in the text; the dotted line is the corresponding exponential fit.
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In the noninteracting case at quarter filling, the Fermi
energy lies within the lower branch of E−(k), as indicated
in Fig. 1, so that the system is a paramagnetic metal; this
leads to a vanishing charge gap when U = 0. A finite-size
scaling analysis of our DMRG data indicates that there are
three regimes for the gap. For 0 ! U " 2, it scales linearly
with N−1s , so that it extrapolates to zero, as Ns →∞. For 2 "
U " 4, the gap approaches a finite value in the thermodynamic
limit, but we cannot ascertain whether the behavior follows an
inverse linear dependence (B/Ns , with decreasing slope B) or
a nonlinear form, N−αs , with α continuously varying between
1 and 1.5. And finally, for U # 4 the gap is hardly dependent
on the system size. In Fig. 3(a), the extrapolated values are
shown, which are suggestive of a metal insulator transition
(MIT) taking place at Uc1 ≃ 2.
The MIT could have bearings on the hybridization and
on-site magnetic correlations, Eqs. (5) and (6). Figure 3(b)
shows that as U increases from 0, these interband correlations
increase until they reach a maximum atUc1. Beyond this point,
they both decrease, but while the hybridization correlations
are still present even for large U , on-site magnetic correlations
become negligible for U # 8. This decoupling is due to the
decrease in occupation of the c band when U increases.
At quarter filling there is only one electron per site, shared
between both bands. As we increase U , the f band lowers
in energy (through the increase of magnitude of εf ) and
the electron becomes more localized in the f band. This is
illustrated in the same figure: as U increases, the average
f -band occupation ⟨nf ⟩ also increases, and the average c-band
occupation ⟨nc⟩ decreases, with their sum being constant and
equal to 1. In the limit of U ≫ V , there is one electron on
the f band at each site, and the c band will be empty, thus
rendering Scf negligible.
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近藤格子模型の J=0 で小さなフェルミ面が、 
周期アンダーソン模型 の U=0 で大きなフェルミ面が 
実現する。 
サイズ依存性, 基底数依存性 
スピン構造の J 依存性 スピン構造の U 依存性
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C. 小さなフェルミ面  
D. 1:3 複合粒子金属相  
E. 1:4 複合粒子金属相  
F.  絶縁相 















図 4.3 に U = 8 における J = 0.7, 0.8の場合の電子密度 n と 局在スピンの構造の波数
kS の関係を示した。一次元近藤格子模型の場合と同様に kS = π(1 − nc)/2の直線にの
る構造が見られ、また J の大きさによる kS の変化は 一次元近藤格子模型と同じである。
図 4.4 に U =∞ 極限である 近藤格子模型と有限の U における 電子密度 n と 局在ス
ピンの構造 kS の関係を示す。U = 6 以上では、複合粒子金属相の領域は ほぼ変わらな
い。しかし、複合粒子金属相よりも低電子密度側の スピン構造の波数 kS は U = 10の時
点 で KL と異なる振る舞いを示している。また U = 6以下では U を小さくすると近藤
格子模型における J を小さくしたような振る舞いが見られる。しかしながら複合粒子金
属相に相当する振る舞い自体は U = 1 においても残っており、U ∼ t 程度の弱相関に近
い領域においても複合粒子金属相が存在していることが考えられる。
最後に U = 0 の極限でどうなるかについての考察を行う。本研究では J = 8V
2
U を固
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図 4.4 L = 40, J = 0.7 におけるる 電子密度 nと 局在スピンの構造の波数 kS の関











が、J = 0 の小さなフェルミ面から 強磁性の領域に連続的に変化することが指摘されて
いたが、その起源や、有限サイズ効果などについては明らかにされていなかった。本研究
においては SSD を用いた有限サイズ効果を低減する手法を用いることで、この連続的な
変化が実際に存在すること、またその変化の途中で 1:3、 1:4 の複合粒子金属相に由来す
る スピン構造の波数が実現することを明らかにした。また、今まで知られていなかった








その結果 J = 8V
2
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